1ère ST2S – ChV - Suites numériques.
Rappel : EQ \o\al(I;\d\fo2()N) = { 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 … jusqu’à l’infini } est l’ensemble des entiers naturels.

I- Vocabulaire et notations
Voici une liste de nombres :        1             3          6           10          15          21      …

On peut les numéroter :             n°0         n°1        n°2        n°3        n°4        n°5    ….

On définit une suite numérique (un)n SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o\al(I;\d\fo2()N) lorsque à tout entier naturel n (rang) on associe un nombre un.

Ici on a : u0 = 1         u1 = 3          u2 = 6           u3 = 10              u4 = 15         u5 = 21 

(un) noté entre parenthèse désigne la suite.

un désigne son terme de rang n (terme général) : c’est un nombre.

Trois manières de définir une suite :

♦ Soit en citant la liste de ses termes comme précédemment… Mais on ne peut pas alors la définir pour tous les entiers, seulement sur une partie de EQ \o\al(I;\d\fo2()N).

♦ Soit à l’aide d’une fonction (une formule en fonction de n) : un = f(n)

Exemple : (un)n SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o\al(I;\d\fo2()N) définie sur EQ \o\al(I;\d\fo2()N) par un = 3n − 2

u0 = 3 × 0 − 2 = − 2

u1 = 3 × 1 − 2 = 1
u2 = 3 × 2 − 1 = 5    etc…

♦ Soit par récurrence : On fournit le 1er terme,

et chacun des suivants est calculé à partir de celui qui le précède. 

Exemple : on définit la suite (un) sur EQ \o\al(I;\d\fo2()N) par : u0 = 2

Pour tout n ≥ 1, un = 3 un−1 − 5

Ainsi on calcule : u1 = 3 × u0 − 5 = 3 × 2 − 5 = 1

u2 = 3 × u1 − 5 = 3 × 1 − 5 = − 2

u3 = 3 × u2 − 5 = 3 × (−2) − 5 = − 11         etc…

Variantes : on fournit les 2 premiers et chacun des suivants est défini en fonction des 2 précédents… On fournit les 3 premiers, et on calcule chacun des suivants en fonction des 3 précédents.

Exemple : (un) est définie sur EQ \o\al(I;\d\fo2()N) par :

u0 = 3 et u1 = 4

Pour tout n ≥ 2, un = un−1 + un−2
Calculons : u2 = u1 + u0 = 3 + 4 = 7

u3 = u2 + u1 = 7 + 4 = 11

u4 = u3 + u2 = 11 + 7 = 18   etc…

II – Les suites arithmétiques.

1- Définition  par récurrence
Les suites arithmétiques sont définies par récurrence par :

- Un premier terme u0 donné.

- Pour tout n ≥ 1, un = un−1 + r
où r est un réel constant appelé la raison de la suite arithmétique.

Exemple : le 1er terme u0 = 5, la raison r = 3. Calculons :

u1 = u0 + r = 5 + 3 = 8

u2 = u1 + r = 8 + 3 = 11

u3 = u2 + r = 11 + 3 = 14

Pratique : ♦ pour prouver qu’une suite est arithmétique, on prouve que la différence entre deux termes consécutifs est constante (c’est égal à la raison).

On calcule par exemple un+1 − un, et on trouve que c’est toujours égal au même nombre.

Exemple : 21 ; 18 ; 15 ; 12 sont-ils des termes consécutifs d’une suite arithmétique ?

Oui car 18 − 21 = 15 − 18 = 12 − 15 = − 3

Ce sont des termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison − 3

♦ Pour trouver la raison d’une suite arithmétique : on fait la différence entre deux termes qui se suivent.

Exemple : (un) est une suite arithmétique telle que u10 = 15 et u11 = 20

Trouver sa raison.

La raison r de cette suite arithmétique est r = u11 − u10 = 20 − 15 = 5


2- Sens de variations d’une suite arithmétique.

Propriété : Soit (un) une suite arithmétique de raison r.
* Si r > 0, la suite (un) est croissante (Chaque terme est plus grand que le précédent)

* Si r = 0, la suite (un) est constante (Tous ses termes sont égaux)

* Si r < 0, la suite (un) est décroissante (Chaque terme est inférieur au précédent)

Exemples : ♦ (un) est une suite arithmétique de 1er terme u0 = 10 et de raison 0,5.

u1 = 10,5
u2 = 11
u3 = 11,5
u4 = 12 etc… 

(un) est (strictement) croissante

♦ (vn) est une suite arithmétique de 1er terme v0 = 100 et de raison 0.

v1 = 100

v2 = 100
v3 = 100  etc…
(vn) est constante

♦ (wn) est une suite arithmétique de 1er terme w0 = 90 et de raison −10.

w1 = 80

w2 = 70
w3 = 60  etc…
(wn) est (strictement) décroissante


3- Formule du terme général d’une suite arithmétique
Soit (un) une suite arithmétique de 1er terme u0 et de raison r.
Son terme général est alors donné par la formule :  eq \x(un = u0 + nr)
Preuve : u1 = u0 + r

              u2 = u1 + r  = (u0 + r) + r = u0 + 2r

              u3 = u2 + r = (u0 + 2r) + r = u0 +3r

              u4 = u3 + r = (u0 + 3r) + r = u0 + 4r

              un = un−1 + r = u0 + (n−1)r + r = u0 + nr
Cette formule nous permet de calculer directement le terme général d’une suite arithmétique en fonction de n.

Exemple : pour u0 = 5 et r = 3

u100 = u0 + n × r = 5 + 100 × 3 = 305
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 Se méfier si la suite ne commence pas à u0 mais à u1, u2…

Exemples : si le 1er terme est u1, alors un = u1 + (n − 1)×r

Si le 1er terme est u2, alors un = u2 + ( n − 2 )×r   etc…

On peut retenir :  eq \x(un = (premier terme) + (nombre de termes avant un) × (raison))
Exercice (trouver le 1er terme et la raison connaissant deux termes) :
(un) est une suite arithmétique. On sait que u10 = 15 et u16 = 3

Trouver la raison r de la suite (un) et son 1er terme u0.

Solution : Trouvons la raison r.

  eq \b\lc\{( \s(u10 = u0 + 10r ;u16 = u0 + 16r)) eq \a\ac\hs4\co1(L1 ;L2)          L2 − L1 → u16 − u10 = 16r − 10r = 6r
r =  eq \s\do1(\f(u16 − u10;6)) =  eq \s\do1(\f(15 − 3;6)) = 2
La raison r est 2

u10 = u0 + 10r donc 15 = u0 + 10×2 = u0 +20

Donc u0 = u10 − 20 = 15 − 20 = − 5
Le premier terme est u0 = − 5.
III- Les suites géométriques.

1- Définition par récurrence.

Définition : Dans une suite géométrique, chaque terme est obtenu en multipliant le précédent par la raison (qui est un nombre constant)

 (un)n SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o\al(I;\d\fo2()N) est une suite géométrique de 1er terme u0 et de raisons de raison q ( q SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o\al(I;\d\fo2()R) ) lorsque

pour tout n SYMBOL 206 \f "Symbol"\h

EQ \o\al(I;\d\fo2()N), un+1 = un×q

Exemples : considérons la suite géométrique (un) de 1er terme u0 = 2 et de raison 3.

On a : u0 = 2

u1 = 2 × 3 = 6

u2 = 6 × 3 = 18
u4 = 18 × 3 = 54, etc…

Remarque : chaque terme est plus grand que le précédent, la suite est croissante.

Considérons la suite géométrique (vn) de 1er terme v0 = − 2 et de raison 4.

On a v0 = − 2

v1 = − 2 × 4 = − 8

v2 = − 8 × 4 = − 16
v3 = − 16 × 4 = − 64

Remarque : chaque terme est plus petit que le précédent : la suite est décroissante.

Considérons la suite géométrique (wn) de premier terme w0 = 3 et de raison − 2.

On a : w0 = 3

w1 = 3 × ( − 2 ) = − 6

w2 = − 6 × (− 2) = 12

w3 = 12 × ( − 2) = − 24

w4 = − 24 × ( − 2 ) = 48

Remarque : la suite n’est ni croissante ni décroissante.


2- Variations d’une suite géométrique
Propriété :  ♦ Si q > 0, les termes de la suite sont de même signe. La suite est alors monotone (= croissante ou décroissante ou constante dans le cas q = 1 ou si l’un des termes vaut 0)
♦ Si q < 0 et si le premier terme est différent de 0, les signes des termes de la suite alternent (si l’un est positif, le suivant est négatif…).


2- Formule du terme général d’une suite géométrique
Propriété : Si q > 0, les termes de la suite sont de même signe.

Si q < 0, les signes des termes de la suite alternent.

Terme général d’une suite géométrique de 1er terme u0 et de raison q.

u1 = u0 × q

u2 = u1 × q = u0 × q × q = u0 × q2
u3 = u2 × q = u0 × q2 × q = u0 × q3

u4 = u3 × q = u0 × q3 × q = u0 × q4 etc…

     …           eq \x(un = u0 × qn)
En général, on peut retenir :  eq \x(un = (premier terme) × (raison)nombre de termes avant un)
Applications : ♦ Pour prouver qu’une suite est géométrique.
On divise chaque terme par celui qui le précède. Si on trouve un nombre constant, c’est sa raison q.

Exemple : 16   8   4   2 sont-ils les termes consécutifs d’une suite géométrique ?

Oui car  eq \s\do1(\f(16;8)) =  eq \s\do1(\f(8;4)) =  eq \s\do1(\f(4;2)) = 2 qui est par conséquent la raison de cette suite géométrique.

♦ Pour trouver la raison d’une suite géométrique.

On divise l’un de ses termes par celui qui le précède.
Exemple : (vn) est une suite géométrique de raison q.

On sait que v23 = 30 et v22 = 3. Calculer q. 
q =  eq \s\do1(\f(v23;v22)) =  eq \s\do1(\f(30;3)) = 10

♦ Trouver la raison et le 1er terme connaissant 2 termes :

(wn) est une suite géométrique. On sait que w3 = 1 000 et w5 = 10.

Trouver sa raison q et son premier terme w0.

Recherche de la raison :  eq \b\lc\{( \s(w3 = w0 × q3 ;w5=w0×q5)) eq \a\ac\hs4\co1(L1 ;L2)         L2 :L1 →  eq \s\do1(\f(w5;w3)) =   eq \s\do1(\f(w0×q5;w0×q3 )) = q2
On a q2 =  eq \s\do1(\f(10;1 000)) = 0,01 
Donc q =  eq \r(0,01) = 0,1

Recherche du 1er terme : w3 = w0 × q3   soit  1 000 = w0 × 0,13   soit 1000 = w0 × 0,001

w0 =  eq \s\do1(\f(1000;0,001)) = 1 000 000
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