|- Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence sert a prouver topipté relative a un entier n pour tout n a paftin
certain rangn, .

Exemple: On considére la suiteu,, définie sur par
On veut prouver que, pour toutn , u, 2" 1.

* Amorce de la récurrenceon vérifie que la propriété est vraie pour lespbetit des entiers , ici : 0
«Pourn O,onau, Oet2° 1 1 1 0,donconabieu, 2° 1.»

* Hypothése de récurrence au rang®n suppose que la propriété que I'on souhaitedé&er pour tout n est
vraie pour un certain n supérieur ou égal a ceduiainorce :
« On suppose que, pour un certain rang0, u, 2" 1.»

*Veérification de I'hérédité On prouve que si I'hypothése de récurrencerag,\c'est-a-dire si la proposition
est vraie au rangn, alors elle sera vraie aussi au ramg1l.

« On sait que, pour tout u,, 2u, 1.

On sait aussi que, d'apres I'hypothése de récayrenc 2" 1.

Donc, en remplagant dans I'expressionude, , on obtient:u, , 2 2" 1 1 2"* 2 1 2°*' 1.»

On vient de démontrer que gj, 2" 1, alorsu, , 2" ' 1, c'est-a-dire que si la propriété que nous voulons
montrer pour toutn est vraie au rang, alors elle est vraie aussi au rang 1.

Comme la propriété est vraie au rang 0, et que si elle est vraie au rang alors elle 'est aussi au rang
n 1, de proche en proche, elle est vraie pour toueent a partir den 0.

Principe du raisonnement par récurren(eaxiome fondamental des mathématiques)

Pour prouver qu'une proposition P (n) est vraie pour tout entier 7 supérieur ou égal a un entier 7, :
* On prouve qu'elle est vraie au rang 7, .
* On suppose qu'elle est vraie pour un certain rang n supérieur ou égal a n, . (Hypothese de récurrence)

* On prouve qu'alors, elle est vraie au rang n+1 . (En utilisant I'hypothése de récurrence)
* On conclut que la proposition est vraie pour tout »n a partir de n, .

N

EU _n _n+1
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Amarce HEeradité :
on montrea que On montre que sila
la propriété estvraie propriété estvraie au rang n,
aurang n, alors elle estvraie au rang n+1

\_,-/—\/_,_,— A

Ainsi, la propriété estvraie pour tout n 3 partir de Ny
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[I- Limite d'une suite a l'infini

1) Limite finie.

Définition 1 : On dit qu'une suite (#,) admet pour limite (finie) un réel L lorsque n tend vers +oo

Lorsque pour tout réel £>0, il existe un rang 7, tel que tous les termes de la suite (u,) a partir
du rang n, se situent dans l'intervalle |L-&,L+¢[

C'est-a-dire que, pour tout n=n,, L-e< u, <L+e

Notation:| lim u, L |(La limite de la suite u, lorsque n tend vers +est L)

n

on dit qu'elle converge, ou qu'elle est convergente.

wverge vers L, ou qu'elle est convergente de limite L.
> L est dite divergente.

Propriété 1 : Si une suite (#,) converge vers une limite L, alors cette limite est unique. (démo en exercice)

Propriété 2 : Limites des suites de référence :

Les suites (u,), (v,), (w,) et (z,) définie pour toutn € IN* par : un=%, vn=i2, w =i3

1
n n " n

convergent vers 0.

Démonstratiorpour u,, : Soit >0.

Existe-t-il un entiern, tel que, pour toun n,, u, ]0-;0+[,soitu, ]-, [, soit u, ?
u, E 0 E car, pour toutn °, n>0 donc1 0.
n n n
0 E n car la fonction inverse est strictement décroisséidnc elle inverse l'ordre) et a

Il suffit de choisir pourn, un entier strictement supérieur—lé, ainsi, pour toun n,, O E n soit

0 % , Soit 0 u, doncu, -, [ Lasuite u, converge bien versO0.

2) Limite infinie.

Fﬁnition 2 : On dit qu'une suite (u,) a pour limite +oo (ou diverge vers +o0) lorsque quel que soit le réel A
que l'on choisisse, aussi grand qu'on le désire, il existe un rang n,, a partir duquel tous les termes de la suite
(2,) sont supérieurs a A c'est-a-dire que V' n=>n,, u,> A . (c'est-a-dire u, € |A;+oo[)
On dit qu'une suite (u,) a pour limite —oo (ou diverge vers —o) lorsque quel que soit le réel A

que l'on choisisse, aussi proche de —co qu'on le désire, il existe un rang 7, a partir duquel tous les termes de la
suite (u,) sont inférieurs a A c'est-a-dire que V. n=>n,, u, <A . (c'est-a-dire u, € |-o0;A[)

ﬂ- Certaines suites n‘admettent pas de limite, oaudisi qu'elles divergent. Exemple 1".

Propriété 3 : Suites de référence. A
Les suites (u,), (v,), (w,) et (¢,) définies sur Npar u,=n, v,=n’, w,=n", t,=Vn divergent vers +oo.
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3) Théoremes de comparaison

Démonstration exigible au baccalaurgat

Soit A un réel quelconque.
On note p le rang a partir duquel tous les termesujesont dans JA;+ [
On noten, le rang a partir duquel,, v, .
On note N le plus grand des deux enti@rset n, .
Pourn N, u, Aetv, u,dontv, A.

Il existe donc un rang N a partir duquel tous &mes de v, sont dans JA;+ [
Ce qui signifie quelim v,

Démonstration analogue avec un intervalle;A[.

[ll- Opérations sur les limitegthéorémes admis)

1) Limite d'une somme

2) Limite d'un produit
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On peut, a la place, se référer a ce tableau phydesmais qui suppose qu'on applique la réglestgees :

3) Limite d'un quotient

Conseil: Retenir prioritairement les 4 formes indéterremé(+ )+(—- ) , O ,

ol|lo

Les autres se devinent de maniere intuitive.

ces 4 notations sont incorrectes et ne doiventig@tre écrites dans une copie.

V- Limite d'une suite géométrique

Démonstration de la premiére partie exigible acchkauréat
g 1 doncilexisteunréed O telqueq 1 a.

Démontrons par récurrence quen ,q" 1 na.

Amorce: q°=1 1 0 a 1,doncg’® 1 Oa.
HRn : On suppose que, pour un certain entier0,onaq” 1 na.
Prouvons qu'alorg” * 1 n 1a.

On sait d'apres I'hypothéese de récurrence| quel na | On sait aussi qug 1.

On peut donc multiplier les deux membres de l'ilitggpar g. On obtient :
q" 1 na " q 1 na q etcommeq 1 a,onaq"’ 1 na 1 a .

En développant,onadong® * 1 na a na’,ouencoreq”* 1 n 1a na.

Commen Oeta 0,a®> Oetna® O,doncg"* 1 n 1a
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Conclusion : pour touh , " 1 na.

Commea 0, lim na etaussilim 1 na 2
n

n

D'apres le théoréme de comparaison, on a dimc q"
n

Preuve de la seconde partie du théoresie 1 q 1
1 cas: g=0. q" est une suite constante dont tous les termesganix a 0. Sa limite est donc 0.

2*™cas: 0 q 1.O0n posep % 0ql1l doncé 1 puisque la fonction inverse est strictement

décroissante sur ]J0;4. Donc p 1.

im1 1et lim p" d'apres la premiere partie du théoréme, puisgud
Comme(" 1 in ,ona lim g"= lim in =0
] p n n p

3F¥™cas: 1 g 0.Onposep q .(dans ce cas précis,onma Q)
0 p 1 ,donc lim p"=0daprés le cas précédent.

n

Comme, pour toun , q p",onaq” p" sin estimpair, etqg" p" sin estpair.

Dans chacun des deux cas (n pair ou impair), ana d p" q" p".

Comme lim p" 0 (limite d'un produit) etlim p" 0, d'apreés le théoréme des gendarmes, on a :
n n

lim g" 0.

Remarque Siqg=1, la suite q" est constante : ses termes sont tous égaux l& tpalverge donc vers 1.
Sig 1,lasuite g° n'apas de limite. Comme dans le cat g 0, on a une suite alternée
(si un terme est négatif, le suivant est positifieé-versa), mais commeq" ne tend pas vers 0 — mais vers 1

sig louvers+ sig 1, lasuite diverge et n'a pas de limite (Remardaeseule limite possible d'une
suite alternée est 0).

De ce théoréme, on déduit le comportement a llidiés suites géomeétriques de raison g.

Exemples B
Soit u, la suite géométrique de premier termg 5 et de raison 2.
Pour toutn ,u 5 2",
2 1 donc lim 2" ,donc lim 5 2"= | soit lim u,
n n n

Soit v, la suite géométrique de premier terme 1C et de raison% :

1I’11 1n 1n
= 10 2 = 20 =
2 0 2 0 2
% 1,donc limv, 20 0 O.

n RAVARA

1

1 a, estune suite constante qui converge vers d et une suite constante qui converge vers 1. On appiigj les théorémes
opératoires sur la limite d'un produit et d'une s

Preuve de la limite d'une suite constante ? Sgjt une suite constante a partir d'un certain raegt-é-dire dire telle qu'il existe un
rang n, tel que pour toun n,, u, a,a étantun réel constant.

Quel que soit>0, a partirden ny,,onau, ]Ja-;a+[puisqueu,=a etquea a a .Donclimu, a.
n
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V- Convergence des suites monotanes

Exemples _ _ _ _
u, définiesur paru, 4 n.Pourtoutn ,n Odonc n Odonc n O,doncd n 4.
u, estmajorée par 4.
e . 1
Vv, définiesur "parv, 3 e
1 . I .
Pour tout n , h 1, doncO = 1 d'apres les variations de la fonction inversgsur |

Remarque Ce n'est pas parce que M est un majorant d'utes cpuiil est sa limite !

Preuve: Soit U, une suite croissante.

Dire que u, n'est pas majorée signifie que, pour tout réél ésiste un entier N tel quel, A.

Comme u, estcroissante, pourtomt N, u, A.

Donc pour tout réel A, il existe un entier N a pagdtquel l'intervalle ]A;+ [ contient tous les termes de la suite. Cela
signifie par définition que u, a pour limite +

Remargues de logigue
La négation de « Il existe un réel M tel que, poutt , U, M . » est « Pour tout réel M, il existe un rang Nopat U, M . »

n
En regle générale, la négation de « Il existe ainsnenmachintel quetruc est vraie» est « Quel que saitachin truc est fausse
Exemple : La négation de « Il existe au moins umitmo noir en Ecosse » est « Tous les moutons d&ecesnt d'une autre couleur
que le noir ».

Remarque L est méme le plus petit majorant (ou le plusxdrminorant) de la suite, mais ¢a ne semble pgsagramme.

Démonstration (par I'absurde) Soitu, une suite croissante de limite L.
Supposons que L ne soit pas un majorantuwe, c'est-a-dire qu'il existe un rang N tel qug L. Comme
u, estcroissante, on a méme, pour toutN , u, L.

n

un

Alors il existe

L
tel que, pourtoun N, u, ]L- ;L+ [

Cet intervalle ne contient donc qu'un nombre fmitekmes de la suite.
Cela contredit que L en soit la limite (=pour tout n, tg n ny,u, JL-;L+1[)
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