Terminale STAV — Probleme du baccalauréat 2009
Partie A :
Soit la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x)=1—Inx+2x".

1) Montrer que : g'(x)=(2x+1)(2x—1)'

X

b) Calculer g % .

c¢) Dresser le tableau de variations de g sur ]0;+oo[ (sans les limites)

2) a) Etudier le si(ne de g'(x) sur 0O;+oo].

3) En déduire que, pour tout x de ]0;+oo[, g(x) est strictement positif.

Partie B :

Soit la fonction définie sur ]0;+oo[ par f (x)= M‘f’ 2x—3.
bt

On appelle ‘@ sa courbe dans le repere orthogonal (O,1,J) (unités : 2 cm en abscisses, 1 cm en ordonnées).
1) Etudier la limite de f en 0. En déduire que @ admet une asymptote que 1'on précisera.

2) Etudier la limite de f en +oo et démontrer que la droite A d'équation y=2 x—3 est asymptote & Ten
+00.

3) Montrer que pour tout x strictement positif, f'(x)= g(;c ) . En déduire le signe de f '(x) sur ]0;+oo].
x

4) Dresser le tableau de variations de f .

5) Soient A et B les points de ‘@ d'abscisses respectives e et Ve .
a) Donner les valeurs arrondies au centieme des coordonnées de A et de B.
b) En déduire que f est positive sur [e; Ve ]

6) Tracer la droite A, la courbe ‘@ et placer A et B.

7) a) Démontrer qu'au point A, la courbe ‘@ admet une tangente parallele a A.
b) Le point A est-il le seul point de ‘@ admettant une tangente parallele a A.

Correction.

Partie A
g est la fonction définie sur ]0;+o[ par g(x)=1—Inx+2x".

1) g est la somme de 3 fonctions définies et dérivables sur |0;+oo][ . Elle est donc dérivable sur ]0;+oo[, et pour
toutx € |0;+oo[,ona:
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2 2 2 2 42 —
g'<x>:o_§+4xz_%+4; :—1+x4x :4xx—1:<2x>x—1 it g,(x):(2x+l))£2x 1)

C.Q.ED.

Rappel : la troisiéme identité remarquable dans le sens factorisation : a’—b'=(a+b)(a—b), c'est pourquoi
(2x)=1’=(2x+1)(2x—1).

2) a) Signede 2x+1: 2x+1=0 & 2x=-1 & xz—%.

2>0 donc 2x+1<0 pour x<—% et 2x+1>0 pour x>—%

Comme x € |0;+o[, 2x+1>0 pourtout x dans le tableau de signes.

Signede 2x-1: 2x—1=0 & 2x=1 © xZ%.

2>0 donc 2x—1<0 pour x<% et 2x—1>0 pour x>%.

Signede x : x=0 pour x=0.Etpour x € |0;+o[, x>0.

! 0 % +o0
2x+1 + +
2x—1 — 0 +
X 0 + +
g'(x) || - 0 +
1 1 ? 1 1 1 3
=~ |=1-In| = —|= —= — = |=In(2)+= |
b) g(z) 1 1n(2 +2X 1+1n(2)+2><4 1+1n(2)+2 g(z) n(2) 5
c) X 1

— +00

0 2
: \A
ln(2)+%

3) D'apres le tableau de variations de g, ln(2)+% est un minimum absolu pour g sur ]0;+oo| .
Or %>0 et In(2)>0 puisque 2>1 (On rappelle que In(x)<0 pour x € 10;1[, In(x)=0 lorsque x=1
et In(x)>0 lorsque x>1.) ln(2)+% est la somme de deux nombres strictement positifs.

Donc ln(2)+%>0.Comme ln(2)+% est un minimum absolu pour g sur |0;+o0| , pour tout x € | |0;+00] |,

g(x)>ln(2)+%>0 donc m
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Partie B

f est définie sur ]0;+oo[ par f(x):M

p +2x-3.
v .
—00

N Lo e o . . . In(x
D'apres les théoremes opératoires sur les limites et la regle des signes, lim Q:_
x—0 X

1) On sait que lim In(x)=—o0 et lim x=0*.
x—0 x—0
x>0 x>0

—3 (lorsque x—07%)

Comme lim 2x—3=2X0-3=-3,|lim f(x)=—o0 |.

x—0 x—0

‘@ admet donc pour asymptote 1'axe des ordonnées, c'est-a-dire la droite d'équation .

In(x)

2) D'apres le cours, lim =0 . D'autre part, lim 2x—3=+co (fonction affine).
X— 4w X X — -+
Donc (d'apres le cours sur la somme de limites) | lim f(x)=+oo |,
X — o0
De plus, pour tout x € ]0;+o0[, f (x)—(2x—3)=M ,et lim M=0 .

x—+o0 X

Donc lim f(x)—(2x-3)=0.

X —+o0

La droite d'équation est donc asymptote oblique a la courbe représentative de f en +.

(Les connaissances 2 avoir pour traiter cette question sont : si lim f(x)=+o ou -0 et si

X — 00

lim f(x)—(ax+b)=0, alors la droite d'équation y=ax+b est asymptote oblique 2 la courbe représentative

X — 00

de f en +oo. Ce résultat est aussi valable pour une limite en —o0.)

3)et4) Pour toutx € |0;+o0o[, f(x)=%+2x—3,avec u(x)=In(x) et v(x)=x.

v ne s'annule pas sur |0;+oo[ , et on a, pour tout x de |0;+oo[, u'(x)

u'(x)v(x)—v'(x)ulx)

Donc, pour tout x de ]0;+oo[, f'(x)= (v(x)7 +2,
v(x
—Xx—1XIn(x) 2
it (x)-t—a- ol 2
x x x
2
soit f’(x)zl_ln(x2+2x donc f'(x)zg(f) .
X X
X 0 +o
glx) *
x> |0
EI *

5 a) Ver1,65 |

3/4



In(e) 1

fle)= . +2e—3=€+2e—3 f(e)~2,80
Snle) e e e i) s e A
f(Ve)= T +2Ve-3= T +2Ve-3= e 2Ve 3_Ng+2¢€ 3| f(Ve)=~0,60 |

Au centieme pres, les coordonnées de A et de B sont respectivement ‘ (2,72;2,80) ‘ et‘ (1,65;0,60) ‘

b) f étant strictement croissante sur ]0;+oo[ , elle I'est nécessairement sur [vese] < ]0;+oo[ .
Sur [ve:e], f(ve) estdonc le minimum de f . Son arrondi au centieme est 0,60, donc f (ve)>0 .

Comme le minimum de f sur [ve:e] est strictement positif, est strictement positive sur| [Ve;e ] |.

6) Pour tracer la droite A, il suffit d'en connaitre deux points.

Pour x=0, 2x—3=2X0—-3=-3 donc le point de coordonnées (0;—3) € A.

Pour x=5, 2x—3=2X5-3=7 donc le point de coordonnées (5;7) € A.

Pour plus de précision de tracé : pour x=8, 5x—3=2Xx8-3=13, donc le point de coordonnées (8;13)
appartient a A.

Pour tracer ¢, établissons un tableau de valeurs (arrondies au centie¢me) a la calculatrice :

X 0,2 0.4 0,6 0,8 1 1,25 1,5 2 3 4 5 7 9

f(x)|-10,64| 4,49 | 2,65 | -1,68 | -1 -0,32 | 0,27 | 1,35 | 3,37 | 535 | 7,32 | 11,28 | 15,24

(Voir graphique sur papier millimétré en annexe)

7) a) Le coefficient de la tangente & @au point Aest f'(e),

2 2 2
clest.idire L 1n(e2)+2e _loltze 2e
€ e €

Cette tangente a un coefficient directeur de 2, comme A, donc elle est parallele a A.

b) Pour savoir s'il existe un autre point de ‘@ auquel la tangente a ‘@ soit parallele a A, on résout dans

10;+00[ 1'équation f'(x)=2 . Nommons-la (E).

2
(E) 1 ln(x2)+2x =2 o I-In(x)+2x’=2x" car x*>0 donc x*#0 sur ]0;+oo[, c'est pourquoi on
X
a le droit de multiplier les deux membres de 1'équation par x” .
(E) © 1—In(x)=0 en soustrayant 2 x° aux deux membres.

(E)e In(x)=1 o "Y=¢' o x=e. S=le|

A est donc le seul point de ‘@en lequel ‘@ admette une tangente parallele a A.

4/4



