2nde – Chapitre VI – Ordre et comparaison

Dans cette leçon : tous les énoncés donnés pour des inégalités strictes ( < ou > ) sont aussi valables avec des inégalités large ( ( ou ( )

Vocabulaire : Comparer deux nombres, c’est chercher à savoir lequel est le plus grand ou s’ils sont égaux

On peut classer des nombres par ordre croissant (du plus petit au plus grand) ou décroissant (du plus grand au plus petit). Rappel : la croissance, c’est quand on grandit.

I- Le signe de leur différence permet de comparer deux nombres
Théorème 1 :

Dire que a < b équivaut à dire que a ( b < 0 ou b ( a > 0        (c’est b le plus grand)

Dire que a > b équivaut à dire que a – b > 0 ou b ( a < 0         (c’est a le plus grand)

Dire que a = b équivaut à dire que a – b = 0 ou b ( a = 0
En pratique : pour comparer deux nombres a et b, on peut étudier le signe de la différence a ( b ou b ( a.

II- Même opération effectuée sur les deux membres d’une inégalité.


1- Addition/soustraction
Règle 1 : on ne change pas le sens d’une inégalité lorsqu’on ajoute (ou soustrait) un même nombre à ses deux membres.              a < b SYMBOL 219 \f "Symbol"\h a + c < b + c SYMBOL 219 \f "Symbol"\h a − c < b − c
Exemple :
x − 2 > 4
SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
x > 6         (on a ajouté 2 aux deux membres)


2- Multiplication/division
Règle 2 : on ne change pas le sens d’une inégalité lorsqu’on multiplie (ou divise) ses deux membres par un même nombre strictement positif.
                     Si c > 0,    a < b SYMBOL 219 \f "Symbol"\h ac < bc  SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(a;c)) <  eq \s\do1(\f(b;c))   
Exemple :
3x > 4

SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
x >  eq \s\do1(\f(4;3))         (on a divisé les deux membres par 3 )

Règle 3 : on change le sens d’une inégalité lorsqu’on multiplie (ou divise) ses deux membres par un même nombre strictement négatif.                 Si c < 0,    a < b SYMBOL 219 \f "Symbol"\h ac > bc  SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(a;c)) >  eq \s\do1(\f(b;c))
Exemple :
−3 x > 4

SYMBOL 219 \f "Symbol"\h
x < −  eq \s\do1(\f(4;3))         (on a divisé les deux membres par − 3 )

Application : résoudre les inéquations : (I1) 7x − 2 ≤ 3x − 5
et
(I2) 3x − 2 ≤ 7x + 3
III- Opérations membre à membre.
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 Pour deux inéqalités de même nature, les seules opérations membre à membre autorisées sont :

· L’addition membre à membre       eq \x(a < b et c < d  a + b < c + d)

· La multiplication membre à membre uniquement si tous les nombres sont positifs.
 




 eq \x(0 < a < b et 0 < c < d  0 < ac < bd)

Exemples : si 1 < x < 5 et 2 < y < 6, alors 1+2 < x + y <  6+5
soit  3 < x + y < 11

                   si 1 < x < 5 et 2 < y < 6, comme tous les nombres sont positifs, on peut en déduire que

                  1×2 < xy < 5×6 soit 2 < xy < 30
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	Il est formellement interdit de soustraire ou de diviser membre à membre !


Contre-exemples pour la soustraction membre à membre.

5 < 6 est vraie

2 < 4 est vraie            Mais 5 − 2 < 6 − 4 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 3 < 2 est fausse.

5 < 10 est vraie
2 < 4 est vraie

et 5 − 2 < 10 − 4 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 3 < 6 est vraie

Il n’y a donc pas de règle qui permette de conclure !

Contre-exemples pour la division membre à membre :

15 < 20 est vraie
3 < 5 est vraie

Mais  eq \s\do1(\f(15;3)) <  eq \s\do1(\f(20;5)) SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 5 < 4 est fausse.

10 < 40 est vraie
2 < 4 est vraie

 eq \s\do1(\f(10;2)) <  eq \s\do1(\f(40;4)) SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 5 < 8 est vraie.

Il n’y a donc pas de règle qui permette de conclure !

 eq \x(Alors comment faire pour encadrer x − y ou  ?)

Règle du passage à l’opposé :  eq \x(a < b  − a > − b)
 (le passage à l’opposé change l’ordre)
Remarque : il s’agit de la multiplication par − 1, qui, d’après la règle 3, change l’ordre

Règle du passage à l’inverse : si a et b sont non nuls et de même signe,  eq \x(a < b   eq \s\do1(\f(1;a)) >  eq \s\do1(\f(1;b)))

Le passage à l’inverse change l’ordre si et seulement si les nombres sont non nuls et de même signe.
Exemples : 1 < 2 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 1 >  eq \s\do1(\f(1;2)) car 1 et 2 sont de même signe.

                  − 4 < − 2 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h −  eq \s\do1(\f(1;4)) > −  eq \s\do1(\f(1;2)) car − 4  et − 2 sont de même signe.
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 − 4 < 2 mais −  eq \s\do1(\f(1;4)) < 2. Si les deux nombres sont de signes contraires, le passage à l’inverse conserve l’ordre.

Applications : 1) Encadrons  eq \x(x − y) dans le cas où  eq \x(1 < x < 5) et  eq \x(2 < y < 6)
Passage à l’opposé pour y : 2 < y < 6 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h − 2 > − y > − 6 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \x(− 6 < − y < − 2)
Ensuite, on additionne membre à membre  eq \x(1 < x < 5) et  eq \x(− 6 < − y < − 2) SYMBOL 222 \f "Symbol"\h  eq \x(− 5 < x − y < 3)
2) Encadrons  eq \x()
 dans le cas où  eq \x(1 < x < 5) et  eq \x(2 < y < 6)
Passage à l’inverse pour y : 2 < y < 6 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;2)) >  eq \s\do1(\f(1;y)) >  eq \s\do1(\f(1;6))
SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \x( <  eq \s\do1(\f(1;y)) <  eq \s\do1(\f(1;2)))
 car 2, y et 6 sont de même signe.

Multiplication membre à membre :  eq \x(1 < x < 5) et  eq \x( <  eq \s\do1(\f(1;y)) <  eq \s\do1(\f(1;2)))
 SYMBOL 222 \f "Symbol"\h  eq \x( <  eq \s\do1(\f(x;y)) <  eq \s\do1(\f(5;2)))

IV – Composition par une fonction croissante ou décroissante sur un intervalle.

Si une fonction f est croissante sur un intervalle, elle conserve l’ordre sur cet intervalle.

Si une fonction f est décroissante sur un intervalle, elle inverse l’ordre sur cet intervalle.

1) Ordre et passage au carré :
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La fonction « carré » est strictement décroissante sur ] − SYMBOL 165 \f "Symbol"\h ; 0 ] et strictement croissante sur [ 0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [.

Le passage au carré – Conserve l’ordre si tous les nombres sont positifs

                                 − Change l’ordre si tous les nombres sont négatifs.
Si a et b sont positifs,  eq \x(a < b  a2 < b2)

Exemple : 4 < 5 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 16 < 25
Si a et b sont négatifs,  eq \x(a < b  a2 > b2)

Exemple : − 5 < − 4 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 25 > 16

2) Ordre et passage à l’inverse :
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La fonction « inverse » est strictement décroissante sur ] −SYMBOL 165 \f "Symbol"\h ; 0 [ et strictement décroissante sur ]0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [.

Le passage à l’inverse – Change l’ordre si tous les nombres sont de même signe et non nuls.
                                 − Conserve l’ordre si les deux nombres sont de signes opposés et non nuls(1).

Si a et b sont strictement de même signe :  eq \x(a < b   eq \s\do1(\f(1;a)) >  eq \s\do1(\f(1;b)))

Si a < 0 et b > 0 : a < b SYMBOL 219 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;a)) <  eq \s\do1(\f(1;b))
Rappel : 0 n’a pas d’inverse.

(1) Pour la raison simple que l’inverse d’un nombre positif est un nombre positif, que l’inverse d’un nombre négatif est un nombre négatif, et un nombre négatif est toujours inférieur à un nombre positif.
3) Ordre et passage à la racine carrée :
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La fonction « racine carrée » est strictement croissante [0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [.

Le passage à la racine carrée conserve l’ordre si les deux nombres sont positifs.

  eq \x(Si a et b sont positifs, a < b   eq \r(a) <  eq \r(b))

Remarque :  eq \r(a) n’existe pas si a est négatif.
V- Comparaison des puissances d’un même nombre positif.
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On a représenté sur un même graphique les fonctions, pour les valeurs de x positives :

Racine carrée : x 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
  eq \r(x)
Identité : x 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 x

Carré : x 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 x2
Cube : x 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 x3
Si  eq \x(a = 0 ou a = 1), on a  eq \x( = a = a2 = a3)

Si  eq \x(0 < a < 1), on a  eq \x( > a > a2 > a3)
 (les nombres sont rangés dans l’ordre inverse des puissances)

Si  eq \x(a > 1), on a   eq \x( < a < a2 < a3)
 (les nombres sont rangés dans l’ordre des puissances)
