2" _ Chapitre 0 — Calcul fractionnaire et valeurs interdites.

I- Regle fondamentale du calcul fractionnaire.

. nombre que 1'on divise
numérateur — q

Dans une écriture fractionnaire : Tenominatenr
énominateur ..
T nombre par lequel on divise

Reégle fondamentale : on ne change pas la valeur d'une écriture fractionnaire lorsqu'on multiplie (resp. divise)
son numeérateur et son dénominateur par un méme nombre non nul. (par ¥)

Exemples : 10 - 10x10 100 - On a multiplié le numérateur et le dénominateur par 10. 10 #0.
25 _ 125 _ 1 En barrant un X25 au numérateur et un autre X235 au dénominateur, on a
100 4x25 4 divisé le numérateur et le dénominateur par 25. 25#0

Vocabulaire :

* Une écriture fractionnaire est appelée fraction quand son numérateur et son dénominateur sont des
nombres entiers.

* Quand on simplifie une fraction, on divise son numérateur et son dénominateur par un méme nombre,
pour que le numérateur et le dénominateur soient des nombres entiers positifs plus petits.

II- Simplifications d'écritures fractionnaires.

¢ Simplifions la fraction : @ 130:BXIO:‘}{X&/XS:E:
P 26 26 13x2 Ax2x1 1

penser a ajouter un petit X1

(3—m)x5x°
15a(3—-x) °
Tt#0 et (3-11)#0, donc on peut simplifier par Tt et par 3-Tt. ...et aussi par 5, évidemment.
(3—n)x57°  B=RIXBxaXn _ x
157(3—n) = 3xX&Xax(3—~w] 3

* Simplifions I'écriture fractionnaire :

(x—2)xx*

-2 =4 (B).

* Résolvons I'équation (E) :

On voudrait simplifier le premier membre par x—2 . Mais pour ¢a, il faut que x—2#0 .
Or x—2=0 o (équivauta) x=2.

On pose donc pour I:ondition : x doit étre différent de 2.|

2)x x*
32
(E)e x+2=0 ou x—2=0 < x=—2 ou x=2.

Mais comme x doit étre différent de 2, on ne peut garder que la solution x=-2 .

L'équation (E) devient : =4 & x'=4 o x'—4=0 o x'-2°=0 o (x+2)(x—2)=0

On note | S=|—2]

L'ensemble des solutions de l'équation est l’ensen\ible qui contient uniquement le nombre —?2
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Vérifions par le calcul que —2 est bien solution de 1'équation (E) et pas 2 :

Avec x=—22 : i 0 0
(x—x2_);<x :(—2—_22);—2) :(—;)4><4:4 OK.

Avec x=2: (x—x2_);<x 2(2_22_);2 =O§4=err0r. 9
Parce qu'on ne peut pas diviser par O !

Reégle : on ne peut pas diviser par 0.

Conséquence : a chaque fois que vous apercevez un dénominateur dans un calcul, ou a chaque fois que vous
étes amené a diviser par une expression, il faut exclure le(s) cas ou cette expression vaut 0.

Exemples d'erreurs fréquentes :

On veut résoudre 1'équation (E,) xX(x+1)=3x(x+1). Erreur : xX (x/I/T)=3><()%1 )
On ne peut pas diviser les deux membres par x+1, car x+1 peut valoir O, lorsque x=—1.

Possibilité 1 : (E,)  x(x+1)-3(x+1)=0 o (x+1)(x—3)=0 < x+1=0 ou x—3=0.
(E,)e x=—1 ou x=3. S={-1;3]
(I'ensemble des solutions est I'ensemble qui contient les réels —1 et 3)

Possibilité 2 : traiter a part les cas o x=—1 et le reste des cas, o x#—1.

Si x=-1: Si x#—1, (E,) & xx(yfl):sx(yff)
—1X(x+1)=—1><(—1+1)=—1><0=0 (on a le droit car x+1 #0 puisque x#—I)
et 3(x+1)=3%x(—=1+1)=0. o x=3

Les deux membres sont égaux, donc —1 est solution. 3 egt solution.

On retrouve bien : S=[—1;3]

3x;l/§ 3x )
=—_.P t-ce f ?
33 P ourquoi est-ce faux

Parce qu'il a barré une méme addition au numérateur et au dénominateur, ce qui revient a soustraire un méme
nombre au numérateur et au dénominateur. Or on ne peut que multiplier ou diviser le numérateur et le
dénominateur par un méme nombre non nul sans changer la valeur de 1'écriture fractionnaire.

Lors d'un calcul, un éleve écrit :

5+5 5 5+5_10_5%2_5 5 5+5 ,5

- : Est- — Sgala =~ 7 —=—=—"== =—=5. —#=.

Contre-exemple : Est-ce que T35 est égal a 1 556 3%2 3 alors que 1 557 1
17

o e e A 17 - . . .
* Simplifions I'écriture de B:H' B_ﬁ en multipliant le numérateur et le dénominateur par 4. 4#0.
Prs
12x+7

* Simplifions 1'écriture de A(x)=

en indiquant pour quelles valeurs de x c'est possible.

x—3
12 x+7 En multipliant le numérateur et le dénominateur par x—3 , a condition que x—3
Alx)= =3 _12x+7 soit non nul.
7T—x 7—x Or x—3#0 & x=3. Il faut donc que x soit différent de 3.
3 Mais il faut aussi que x soit différent de 7. Pourquoi ?
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Parce que dans 1'écriture de A (x), il y a une division par 7— x . Et on ne peut pas diviser par 0. Il faut donc
que 7—x soit différent de 0, donc que x soit différent de 7. On dira que 3 et 7 sont des valeurs interdites
pour A(X).

III- Valeurs interdites.

Définition : dans un calcul littéral, quand il existe des valeurs de la lettre pour lesquelles le calcul n'existe pas',
(on dit qu'il « n'est pas défini ») on dit que ce sont des « valeurs interdites ».

Exemples : des valeurs de x qui annulent un dénominateur, ou qui rendent négative une expression sous une
racine carrée.

Application : quelles sont les valeurs interdites pour les expressions f (x)= ; ;Ciz et g(x)=vVx+4 ?

4 . . 4
Pour f(x): 7x—4=0 & 7x=4 < X=o Il y a une valeur interdite : 7
Pour g(x) : sont valeurs interdites toutes les valeurs de x qui rendent I'expression sous la racine carrée

négative : x+4<0 < x<—4 . Les valeurs interdites sont tous les nombres plus petits que —4 .

IV- Réduire au méme dénominateur.

Pour comparer, additionner ou soustraire des écritures fractionnaires, on a besoin de savoir les réduire au méme
dénominateur.

. . . 3 13 1 7 8 7 15 4
E 1 les : ré € g = - - = 2. 2et — - — e
xemples simples : réduire au méme dénominateur 7 et 0 10’2 et 5 et 1 10 et 2
Pour 3 et 13 on choisit comme dénominateur | Pour L7 et 8 on remarque que 10 est un
20° 0’2 <5 qaue 4
commun 7X20=140, car 7 et 20 sont premiers entre| multiple de 2 et de 5. On choisit donc de réduire sur
eux. 10.
3.3%20_60 o BB_I138_91  1_1 7_7x5.35  8_8X3_I6
140 140 1010 27 2%5 10 5 5%2 10
Pour 2 et 17—1, on pense a écrire 22%, et on réduit| Pour % et %, on commence par simplifier chaque
2 2x11_22 7 7 . 15_3%8 3 4 Ix4 1
11:2=2=20—=22 et —=—. fraction: —=-""=2 et —=——=—.
sut I ixil 10911 11 Aol 1072872 © 8 2xa 2

i\n Bien faire la différence entre les 3 premiers cas ou 1'on multiplie le numérateur et le dénominateur par un
méme nombre, et le dernier cas ou l'on décompose pour simplifier, c'est-a-dire diviser le numérateur et le
dénominateur par un méme nombre. Quand on simplifie, on barre les multiplications identiques au numérateur
et au dénominateur.

Maintenant, comment faire pour réduire au méme dénominateur. 5] et s ou 2 8 et A ?

’ 16 20° 157 25 10
Si nos fractions sont simplifiées, il faut choisir comme dénominateur commun le plus petit multiple commun
des dénominateurs.

1 La calculatrice indique alors une « erreur mathématique »,
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Voici ma méthode (mais vous pouvez en avoir d'autres) : Je décompose les dénominateurs en facteurs premiers.

16=4x4= <2X2 15=3
20=4X5 :.parties spécifiques parties spécifiques 4 25 E >:=\ partie commune
10=2xB|—"

Le PPCM sera : | 2xB3x5x5=30x5=150.

partie commune

Le PPCM sera’XZSXIOZSO

_ 2x2x8 _ 8 _ 8x2x3 _ 48
partie commune parties spécifiques 15 Xy 150 25 25 X@X 150
105
15 _15%8 _75 7 IX4 28 3x5 _
16 16x5 80 20 20%4 80 10 - 10>3x§ 150
Maintenant, réduisons au méme dénominateur ces expressions littérales, en précisant au préalable quelles sont
leurs valeurs interdites : 2 et ! > et > / et 2X al > et 2X
1 3x+2° 2x—1 x+7° x+1 3x+3 x+3° x-3 =9
3 5
Pour 2 . P .
oursel 3 =1 ¢ 3T
Valeur interdite : 3x+2=0 < 3x=-2 Valeurs interdites :

o xZ—% E—l:o o 2x=1 o x:%

On calcule pour x#—% et x+7=0 & x=-7. 1
On calcule donc pour x#—7 et x#z,

On procéde exactement comme pour 2 et

7
11 ‘ 3 13 :
On procéde comme pour 5 et 50 * Car on ne voit pas de
2:2:2><(3x+2):2(3x+2) ou 6 x+4 « diviseur » commun autre que 1a 2x—1 et x+7.
1 1x(3x+2) " 3x+2 3x+2 3 3x(k*7) _ 3(x+7) o si on veut
si on souhaite développer le numérateur. 251 (250 < (x+7) (2x—1)(x+7) ’
_6x+4 1 1 développer le numérateur (mais on ne développe pas les
D 2= et =
3x+2 3x+2 3x+2 dénominateurs en général) _3x+2l
(2x—1)(x+7)°
_sx@wm) . s(2x-1) oy 10x=5
X7 (x+7)@EEN) (2x-1)(x+7)  (2x—1)(x+7)
7 2x X 3 2x
P P .
our x+1 3x+3 our x+37 x-3 t x’=9
Valeur(s) interdite(s) : x+1=0 < x=—1. Valeurs interdites: x+3=0 & x=—3 ; x—3=0 & x=3
3x+3=0 = 3x=-3 o x=-1. et ¥’—9=0 o (x+3)(x=3)=0 < x+3=0 ou x—3=0
On calcule pour x#—1. o x=3 ou x=-3.

On calcule pour x#—3 et x#3.

3x+3 estun multiple de x+1 : 7 8 5
3x+3=3x(x+1). Et on procéde comme pour 0 2 et 3 car x'—9 est un
Pour réduire 7 au méme dénominateur « multiple » de x+3 etde x—3. x*—9=(x+3)(x—3).
x+1
3x+3, il suffit de multipli x _ xX(¥3) 3 - 3(e)
que 3x+3, il suffit de multiplier son ¥+3  (x+3)(x=3) ¥—3  (x=3)(x+3)

numérateur et son dénominateur par 3 :

7T 7x3 _ 21 _ 21 Et pour ———, on peut se contenter de factoriser le
x+1 (x+1)x3 3(x+1) 3x+3° =y n .
o 2y dénominateur (puisqu'en général, on préfére avoir des
3x+3  3x+3 dénominateur sous forme factorisée) : 2x _ 2%

x—9  (x#3)(x=3)"
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V- Additionner et soustraire des €critures fractionnaires.

Reégle : pour additionner/soustraire des fractions (ou des écritures fractionnaires) :

1- On les réduit au méme dénominateur.

2- On garde le dénominateur commun et on additionne/soustrait les numérateurs.

.. ) ) 3 12 9 5
: A=5+=—-—= =———,
Effectuons les additions/soustractions suivantes T 7 721
A:%"‘%_% (facultatif) 14@6‘: 21(recherche au brouillon)
_5%28 3X7 12 _9%K3 5x2
A= + - B=
1X28 4x7 28 14X3 21x2]
A=140,21 12 g=27_10
28 28 28 42 42
140421 —12 27—10
= — = ; B= ,
A 3 (facultatif) %) (facultatif)
149 17
=_ - B=—
A 28 42

Maintenant, calculons en les réduisant au méme dénominateur les sommes/différences suivantes.

Au préalable, on précisera les valeurs interdites, et on présentera le résultat avec le numérateur développé et

réduit.
3 2 5 7
B(x)=4——% 2= D(x)=—2— .
() 2x—5 C(x) x+1 (x) x+1 4x+4 21
Pour B(x). Valeurinterdite : 2x—5=0 & 2x=5 < xZ% . On calcule pour x#%.
4 x 4x(2x-5) «x 8x—5—x 7 x
B =—— j = — B = - - B = .
()= gymg (ecutaii B )= 2 xms) 223 =53 =53
Pour C(x). Valeurs interdites : et x+1=0 < . On calcule pour x#0 et x#—1.
3x(x+1)  4xx 3(x+1)—4x 3x+3—4x —x+3
C(x)= - Clx)=—F7—— Clx)=—r—— Clx)=———|
(x) ax(x+1) (x+1)xx (x) x(x+1) (x) X(xt1) (x) X(x+1)

Pour D(x). Valeurs interdites : x+1=0 . 4x+4=0 © 4x=—4 < |x=-1

F-1=0 & x*-1’=0 o (x+1)(x—1)=0 & x+1=0 ou x—1=0 & [x=—1] ou| x=1|

On calcule pour x#—1 et pour x#1.

D(x)= 2 5 7 D(x)= 2x4(x=1)  5x(x—1) N TX 4
x(+1 A)L(XJE1) ()x—1)(x+1) C(x+1)x4(x—1) 4(x+1)X(x—=1) (x—1)(x+1)x4
_8(x—1)—5(x—1)+28 _8x—8—5x+5+28 _ 3x+25

D(x)= 4(x—1)(x+1) Dlx)= 4(x—1)(x+1) D(X)_m

VI- Multiplier des écritures fractionnaires entre elles.

Reégle : pour multiplier des fractions entre elles.

1- On écrit une seule grande écriture fractionnaire avec, au numérateur, le produit des numérateurs, et au
dénominateur, le produit des dénominateurs (étape qu'on pourra abstraire a I'écrit avec la pratique)

2- On décompose judicieusement et on simplifie.

3- On écrit le résultat simplifié.
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1518 _39_ 14
. E=—X—X=—7=X—
Exemple : calculons 2651918 <27

. 15X 18X 39X 14 . EXSXBX DA T 5

pel: E= pe2: E= pe3:|E=—

Fape ] 26X 49X 48X 27 Ltape 2 AIXIBXTXT XBXBXEX3*0 Ltape 4 56
(facultative)

Remarque sur I'étape 2 : je n'ai pas décomposé le 8 car on avait déja deux 2 au dénominateur a simplifier avec ceux du numérateur, ni
le 9 puisqu'il apparaissait au numérateur et au dénominateur, donc était simplifiable tel quel.

Remarque : il peut arriver que l'expression obtenue ne soit pas simplifiable et qu'on puisse alors faire
. . [ [ . 4 .5_20
directement le produit des numérateurs et des dénominateurs. Comme dans §X7:ﬁ .

i x+1_ 6x° _x—2
Et en calcul littéral ? Calculons A (x)= X
x 3x—6 4

Valeurs interdites : et 3x—6=0 & 3x=6 < . On calcule donc pour x#0 et x#2 .

Al )_(x+1)><6x2><(x—2)_(x+1)>§,3’><,2’><,x><x><M_x(x+l) X+ X
VT Broe)xa  od(xex2 . 2 T2

VII- Inverse d'une fraction ou d'une écriture fractionnaire.

Définition : l'inverse d'un nombre, c'est le nombre par lequel il faut le multiplier pour obtenir 1.

, puisque 4><1 % I _AX1_1_

N

Par exemple, l'inverse de 4, c'est

Ne pas confondre avec 1'opposé : I'opposé d'un nombre, c'est celui qu'il faut lui additionner pour obtenir 0.

L'opposé de 4, c'est —4 .

Et quels sont I'inverse et I'opposé de 3x—7 ?
L'opposé de 3x—7 est —(3x—7), c'est-a-dire —3x+7 .

L'inverse de 3x—7 est ﬁ , avec une valeur interdite de 3x—7=0 & 3x=7 < x=§ .

L\n il y a un nombre qui n'admet pas d'inverse : c'est zéro.
En effet, quel que soit le nombre par lequel on multiplie zéro, on obtient toujours zéro, jamais 1.

. ay | b
Propriété : I'inverse de 5 ou a et b sont des nombres non-nuls, c'est — .
a

a_ b axb axkbxl 1
En effet : —X—= = =—=1
n eftet b a bXa bXdXxl 1

Remarque : j'ai le droit de simplifier par a et par b car ils sont non-nuls.

Exemples : I'inverse de g est %
x+1 2x+5

L'inverse de

est , mais il y a deux valeurs interdites :
2x+5 x+1

2x+5=0 & 2x=-5 o xz—% Jet x+1=0 o [x=—1]
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VIII- Diviser par une fraction ou par une écriture fractionnaire.

Reégle : Diviser par un nombre revient a le multiplier par son inverse.

Concretement : pour diviser par une fraction (non nulle), on remplace le signe « divisé » par un « multiplié », et

on inverse la fraction par laquelle on divise. A Erreur fréquente : ne pas inverser la fraction que I'on divise.

20
8 14_8 15_8X15_x4X3%5_|12 21 _20_35 _AXSXS¥T |25
E les: —i—=—X—= = == —>< =— |
SEIEE 55 TS0 sx14 . BxIxZ |7 8 2178 3xF5AX2 6
35
x—=2
o 4 x°
Et en calcul littéral ? Calculons Q(x)= T1—6
—
S5x

Cherchons d'abord les valeurs interdites, c'est-a-dire les valeurs de x qui annulent les expressions par lesquelles
on divise :

4x°=0 & xX'=0 3x—6=0 < 3x=6 o et 5x=0 = [x=0|

On calcule donc pour x#0 et Xx#2.

x—2_ 5x _  (xsxxe  [5
X = = i
45> 3x—6 4xaXxX3xXx=7) [12x

Q(x)=

Remarque : j'ai le droit de simplifier par x—2 puisque x#2 donc x—2#0 et par x puisque x #0.

2"¢ _ Chapitre 0 — Calcul fractionnaire et valeurs interdites — Page 7/7



