Terminale — 17 problemes d’études de fonctions avec le logarithme népérien

Exercice | : Soit f une fonction définie sur 34
I’intervalle ]0;+o0[ par: 2 -

f(x)=x*(2Inx—-3)+3 ik
La courbe représentative ((?XO/ de f est donnée 16 |
ci-contre dans un repere orthogonal. 121

1) Onnote f ' ladérivée de la fonction f .

a) Montrer que, pour tout réel x strictement

positif, on a f’(x):4x1nx—4x, \ -
b) Etudier le signe de f’(x) -0 1 2 3 : 5 7 x

¢) En déduire le tableau des variations de la

fonction f sur I’intervalle ] 0 ;+oo[ ./

2) Déterminer une €équation de la tangente CJ) ala courbe (E); en son point point A d’abscisse 1.
3)  a) Déterminer le nombre de solutions de I’équation f (x)=0.

b) Donner les valeurs, éventuellement arrondies a 10~ prés, de chacune des solutions.

4) Etudier les positions relatives de la courbe C@par rapport a sa tangente &) Tracer .
Exercice 2 : Soit f une fonction définie sur I’intervalle ]0;+o| par f(x)=2Inx+x’—5x .
On admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f ' sa dérivéeet f'' sa dérivée
seconde.

2x’=5x+2
—

1) Montrer que, pour tout réel x de I’intervalle |0;+o[,ona f'(x)=

2) a) Etudier le signe de f '(x) sur I’intervalle ]0;+o] .
b) En déduire le tableau complet des variations de la fonction f sur I’intervalle ]0;+oo] .2
3) a) Montrer que, dans ]0;+oo[ , I’équation f(x)=0 admet une solution unique a.

b) A I’aide de la calculatrice, donner la valeur arrondie a 10~ prés de la solution o.

4) Déterminer une équation de la tangente CJ 4 1a courbe ((?Ojr représentative de la fonction f
au point A d’abscisse 1.

5) Etudier les positions relatives de la courbe ?0; par rapport a sa tangente CJ). Tracer ((?Ojr et O

dans un repére.

1 Pour cela, il est nécessaire de calculer les limites de f'en 0 et en +oo.
2 Cela implique de calculer la limite de f'en 0,
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Exercice 3 : Partie A : Lecture graphique. L
On donne ci-contre la courbe (@ représentative

d’une fonction f définie et dérivable sur

]0;+00[ dans le plan muni d’un repére

orthogonal.

La courbe ((?XO/ traverse sa tangente au point A 1t

d’abscisse ¢ .

Les réponses aux deux questions suivantes seront justifiées a partir du graphique.
1) Onnote f ' ladérivée de la fonction f . Comparer f ’(é) et f'(e).

2) Donner le tableau des variations de la dérivée f'.

Partie B : Etude d’une fonction.

:2lnx+1
—

La fonction f est définie pour tout réel x de I’intervalle |0;+oo[ par f(x)

On admet que la fonction f est deux fois dérivable. On note f ' sa dérivée et f '’ sa dérivée
seconde.

_1-2Inx
N
X

1) a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, ona: f'(x)

b) Etudier le signe de £ '(x).
¢) En déduire le tableau des variations de f sur I’intervalle ]0;+oo]>.

2)  Déterminer une équation de la tangente CJ) 4 la courbe (E); représentative de la fonction

f enson point B d’abscisse 1. Placer B et tracer Dsur le graphique.

3)  a) Déterminer le nombre de solutions de ’équation 1 (x)=1.

b) Donner les valeurs, éventuellement arrondies a 107 prés, de chacune des solutions.

:4lnx—4

4)  a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif,ona f'’'(x) 3

b) Justifier que la courbe% admet un point d’inflexion dont en précisera les

coordonnées.

3 Cela implique de calculer les limites de fen 0 et en +oo,
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Exercice 4 : Partie A. 1 f(:r:):: A — p ¥ ln(m)+20
Soit f la fonction définie pour tout réel x de — f(z)= 2 — o In(z)+20
Pintervalle ]0;+oo[ par: 2| g(x):= Dériver [f(z), z]
f(x):xz—xlnx+20 — g(ﬂ:‘): 2 — ll’l(x)—l
o . 3| Dériver [g(z), x]
A T’aide d’un logiciel de calcul formel, on 1
obtient les résultats ci-contre, qui pourront étre — 2 — —
£

utilisés sans étre démontrés.

1) Déterminer I’intervalle sur lequel la fonction f est convexe.
2)Onnote f' ladérivée de la fonction £ . Etudier les variations de la dérivée 1 '.

3) En déduire que la fonction f est strictement croissante.

Partie B
Une entreprise produit et commercialise un article. Sa capacité de production est comprise entre
1 000 et 10 000 articles par jour. Le cofit total de production exprimé en milliers d’euros est

(n=L1).

modélisé sur I’intervalle [1;10] par C .
1) Onnote C' la dérivée de la fonction f . Calculer C'(x).
2) Etudier les variations de la fonction C sur [1;10].
3) Montrer que 1’équation C(x)=11 admet une solution unique .
4)  a) Sile prix de vente d’un article est de 7 €, ’entreprise fera-t-elle un bénéfice ?
b) On suppose que chaque article produit est vendu au prix de 11 €. Déterminer

I’intervalle (a la centaine d’articles prés) dans lequel doit se situer la production x pour que

I’entreprise réalise un bénéfice positif.

Exercice 5: Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par

f<x):2lnx+x .
X
. : x*—2In x+2
1) Onnote £ 'la dérivée de la fonction f .Montrer que f'(x)= >
X
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2) La dérivée seconde de la fonction f est la fonction f'' définie pour tout réel x
_4Inx—6
==
X
a) Etudier la convexité de la fonction f .

strictement positif par f''(x)

b) En déduire le tableau des variations de la dérivée f'.

3) Etudier les variations de la fonction f .

N | —

;e].

4) Montrer que 1’équation f(x)=0 admet une solution o appartenant a 1’intervalle l

Donner la valeur arrondie a 10 prés de a.

Exercice 6 : Soit f la fonction définie pour tout réel x de |0;+oo[ par f (x)zx?z—Zlnx :

1) Calculer f'(x),ou f' estladérivée de la fonction f .

2) Etudier les variations de la fonction f .

3) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe représentative de la fonction f en
son point d’abscisse 1.

4) Etudier la convexité de la fonction f . Tracer (T) et la courbe représentative de f dans un
repere orthogonal d’unité 2 fois plus grande en abscisse qu’en ordonnée.

Exercice 7 : Dans le plan muni NN
d’un repére orthogonal, on a tracé
ci-contre la courbe Cy
représentative d’une fonction f
définie et dérivable sur
I’intervalle ]0;5].

La tangente a la courbe C; au
point A d’abscisse 1 passe par le

point B de coordonnées (0;2).

Partic A: 1) On note f' la TR T TR

dérivée de la fonction f . 8 L2 O O NERE RERE EERE 'ERRE 'RERE
Déterminer £ '(1)

2) Que représente le point A pour la courbe Cy?
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Partie B : La fonction fest définie pour tout réel x de ’intervalle ]0;5] par :

f(x):%2+x—xlnx+%
1) Justifier que f'(x)=x—Inx .
2) Calculer f''(x),ou f'' estladérivée seconde de la fonction f .
3)  a) Etudier les variations de la fonction dérivée f .
b) En déduire que la fonction f* est strictement croissante.

4) Déterminer une équation de la tangente 7 a la courbe Cyau point d’abscisse 3, puis tracer la

tangente 7 sur le graphique.

Partie C: Une entreprise produit et commercialise un article. Sa capacité de production
quotidienne est limitée a 5 milliers d’articles. La fonction / modélise sur I’intervalle ]0;5] le
colit total de production exprimé en milliers d’euros, ou x désigne le nombre de milliers
d’articles fabriqués.

On note Ci (x) le colit moyen de production exprimé en euros par article fabriqué.

rlx)

X

Cy est la fonction définie sur ’intervalle ]0;5] par C,,(x)=

On admet que la fonction Cy, est dérivable sur I’intervalle ]0;5] et on appelle C’ sa fonction
dérivée.
X =2x-3

1) Calculer C'(x) et vérifier que C ’(x)—T pour tout réel x de I’intervalle ]0;5].
X

2) Etudier les variations de la fonction Cy sur ]0;5].
3) Quel est le prix de vente d’un article en-dessous duquel I’entreprise est certaine de ne pas

faire de bénéfice ?

Exercice 8 : La courbe représentative C; d’une fonction f définie et dérivable sur |0;+oo[ est
tracée page suivante. On note f ' la dérivée de la fonction f et f '’ la dérivée seconde de la

fonction f . 1) Déterminer graphiquement les valeurs de f (1) etde f'(1).

2) La fonction fest définie pour tout réel x de ’intervalle ]0;+o[ par f(x)=8—4Inx _4 :
X
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a) Montrer que, pour tout nombre réel x v

4—4x

2 - 31

strictement positif, ona f '(x)=
X

b) Etudier les variations de la fonction f.

3) Montrer que 1’équation f(x)=0 admet

-1 0 1

une unique solution a dans I’intervalle [6;7]. = '

19

o

'S
/ |
J = v

Donner une valeur arrondie a 10 prés de o. e
4)  a)Etudier la convexité de la fonction f .

b) La courbe représentative de la fonction f a-t-elle un point d’inflexion ? Si oui,

donner ses coordonnées.

Exercice 9 : La courbe représentative Cyd’une
fonction f'définie et dérivable sur |0;+oo[ est
tracée ci-contre, avec sa tangente en A, son
point d’abscisse 1.

Onnote f ' la dérivée de la fonction f et

f'" la dérivée seconde de la fonction f .

1) Déterminer graphiquement les valeurs de
f(1) etde £'(1).

2) La fonction fest définie pour tout réel x de ’intervalle ]0;+o[ par f(x)=2 mx+3—4.
X
_2x—4

2
X

a) Montrer que, pour tout nombre réel x strictement positif, ona: f '(x)

b) Etudier les variations de la fonction f .
3) Montrer que ’équation f (x)=0 admet une unique solution a dans I’intervalle [4;6].
Donner la valeur arrondie a 10~ prés de a.
4)  a) Etudier la convexité de la fonction f .

b) La courbe représentative de la fonction f a-t-elle un point d’inflexion ? Si oui,

donner ses coordonnées.
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Exercice 10 : Soit f la fonction  »%
définie pour tout réel x 4

strictement positif par : 8

f(x):8lnx+ﬁ—16ln2 .
X

Sa courbe représentative Crest
tracée ci-contre dans le plan muni

d’un repere orthonormé.

Partie A :

1) Montrer que, pour tout réel x

strictement positif, on a :

f’(x)zg(x—zz),oﬁ f' désigne la dérivée de f .
X

2) Donner le tableau de variations de la fonction f .

Partie B :
1) Résoudre graphiquement I’inéquation 1 (x)<x

2) La droite d’équation y=x est tangente a la cource Cyen un point A d’abscisse « .

8(a—2):1.

2
a

a) Justifier que a est solution de 1I’équation

b) Déterminer la valeur de a .

3) Etudier la convexité de la fonction 1 .

= v

4) Déduire des deux questions précédentes 1’ensemble des solutions de I’inéquation f (x)<x .

Exercice 11 : Partie A : La courbe Cytracée page suivante dans un repere orthogonal est la

courbe représentative d’une fonction /' définie et dérivable sur I’intervalle 1=]0;+oo] .

La tangente T a la courbe Crau point A( 1 ,%) coupe 1’axe des ordonnées au point B(O;—

1)Onnote f' la dérivée de la fonction f . Déterminer f '(1).
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2) Que représente le point A 4

pour la courbe C,?

25}

3) Une seule des 3 courbes ci-

dessous, C;, C> ou Cs, est la

=y

représentation graphique de la

fonction f'’,la dérivée

0
(25}

seconde de la fonction f .

Laquelle ? 31

Courbe C} Courbe C5 Courbe Cy

4o
1o =
L
—>»
L=
)
>

(B

[
[3¥]

0
(2]

Partie B : La fonction f de la partie A est définie sur /= ]0;+o| par f(x):xzx(%—ln x) .

1) Résoudre I’équation f(x)=0.

2)  a)Montrer que, pour tout réel x strictement positif, f'(x)=2xx(1—Inx).

b) Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle ]0;+oo] .

3)Onnote f'' ladérivée seconde de f sur |0;+oo[. Calculer f''(x) puis étudier la

convexité de la fonction f .
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Exercice 12 : On considere la
fonction f définie pour tout réel x
strictement positif par
f(x)=2x—xInx+1 et onnote Cs
sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthonorme.

1) La tangente 7" a la courbe Crau

point A(1;3) coupe I’axe des
Ordonnées au point B(0;2) . Déterminer 1 '(1).
2)  a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, f'(x)=1—Inx
b) Résoudre dans ’intervalle ]0;+oo[ I’inéquation 1—Inx<0.
c) Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle ]0;+oo] .

3) Etudier la convexité de la fonction f .

Exercice 13 : On considere la Y e
fonction f définie pour tout réel x
strictement positif par :

f(x)= I=Inx , et on note Cysa
X

courbe représentative dans le plan

muni d’un repere orthonormé. |

1) Déterminer I’abscisse du point

d’intersection de la courbe Cyavec

I’axe des abscisses.

2)  a)On admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle ]0;+oo[.Onnote /' sa

dérivée. Calculer ’expression de f'(x).
b) Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle ]0;+co].

3) Le point B(0;3) appartient-il a la droite T, tangente 4 la courbe C;en son point d’abscisse

1 ? Tracer T sur le graphique.
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Exercice 14 : Soit f la fonction définie sur /= |0;+o| par f(x):1+1n—x :

X
Sa courbe représentative, v
notée Cj, est tracée ci-contre 2t =
f
dans un repere orthonormé. N
1) On désigne par ' la f
fonction dérivée de la g A : ? 3 i i i 1 $ il
fonction f . il
a) Montrer que, pour tout 21
réel x strictement positif : |
l—Inx
[x)=— Al
X
b) Etudier le signe de la
) . T 0 + o0
fonciton dérivée f ' sur |
I’intervalle /. f () [|}
c) Recopier et
) i f(z) e 1
compléter le tableau ci-contre

des variations de f sur /.

2) Montrer que ’équation f(x)=0 admet une unique solution o sur ]0;+w[ . Donner une

valeur arrondie de a a 107 prés.

3) Déterminer une équation de la tangente 7"a la courbe Cyen son point d’abscisse 1 nommeé A.

Tracé sur le graphique la tangente 7.

4) La dérivée seconde de la fonction f estla fonction f '’ définie pour tout réel x

_2Inx-3
===

strictement positif par 1 ''(x) . Etudier la convexité de f .
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Exercice 15 : Soit f la fonction A

définie sur I=]0;+o0[ par: el

_ 3 _2 :ID .
f(x)=x"X|Inx c

|

1) La courbe représentative de la el

fonction f, notée C;, est tracée ci-
contre dans un repere orthonorme.

La droite 7 est la tangente a la

courbe Crau point A d’abscisse 1. | ©

Par lecture graphique, que

représente A pour la courbe C;?

2) On désigne par ' la fonction dérivée de la fonction f .
a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, f'(x)=3x’x (1n x—%)

b) Etudier le signe de la fonction dérivée f ' sur I’intervalle /.
¢) En déduire le tableau de variations de f'sur ]0;+oo] .
3)Onnote f '’ ladérivée seconde de f sur |0;+o0] .

On admet que, pour tout réel x strictement positif,ona: f''(x)=6xInx.

Etudier la convexité de f .

Exercice 16 : Soit f* la fonction définie pour tout réel x strictement positif par :

f(x)=xx(x—2Inx+1)

Partie A :

1) Calculer f'(x) ou f' estla dérivée de la fonction f .

2) Calculer f''(x),ou f'' estladérivée seconde de la fonction f .
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3)  a) Etudier les variations de la fonction f'.
b) Préciser la convexité de la fonction f'suivant les valeurs du réel x .

4) En utilisant les résultats de la question 3a, montrer que la fonction f* est strictement

croissante.
y T d
Partie B : La courbe représentative "7
de la fonction f, notée Cj, est tracée 7
ci-contre, ainsi que la droite d i
tangente a la courbe Cyau point 4 81
d’abscisse 2. 67
; ) @
1) La droite d passe-t-elle par =
I’origine du repere ? - ! ! ) : >

2)  a) Déterminer une équation de la tangente 7 a la courbe Crau point B d’abscisse 1. Tarcer

T sur le graphique. b) Que représente le point B pour la courbe Cr ?

Exercice 17 :

J.A
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On considére la fonction f définie et dérivable sur I’intervalle |0;+o0[ dont on donne la

représentation graphique Cydans le repére de la page précédente.
Partie A : Dans cette partie, on admet que :
« Ladroite T est tangente en A a la courbe C;.
« La courbe Cradmet une tangente horizontale au point B d’abscisse Ve

1) Avec la précision permise par le graphique, donner les valeurs de /(1) et f '(\/E) ,ou f'
est la fonction dérivée de f sur ]0;+o] .
2) Une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f', et une

autre d’une primitive* F de la fonction f. Déterminer laquelle de ces courbes est celle de la

fonction f ' et laquelle est celle de la fonction F.

Courbe 01 Courbe 02 Courbe 03
s A ’
i} " ¥ A )}
2T 5 2
i .l /\ I
' 3 = ! ! ! B 0 1 2 3 iy
| 0 I 1 | 2 | 3 | 4 0 1 2 3 4 ‘5
-3 | =1

-1

Partie B : Dans cette partie, on admet que la fonction f de la partie A est définie pour tout réel

x de ]0;+oo[ par f(x):l+2lnx : 1) Résoudre I’équation f(x)=0.
X X

2) Etudier la limite de f en O eten +oo. La courbe Cyadmet-elle des asymptotes ?

3) a) Calculer la dérivée f ' de la fonction f . b) Etudier les variations de la fonction f .

4) Soit F la primitive de la fonction ftelle que F(1 )2% :

a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction F en son point

d’abscisse 1. ¢) Calculer F(x)

4 On dit que F est une primitive de f lorsque sa dérivée F'’ est égale a f.
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